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Beugungstheorie der Bildentstehung,
Abbesche Theorie

Paraxiale Niherung: man kann jede Beugungsordnung als eine ebene Welle
betrachten

Die Bildentstehung kann man sich nun in zwei Schritten vorstellen:

1. Zwischen O und 7: Man erhélt das Fraunhofersche Beugungsmuster des
Objekts in der Ebene 7

2. Zwischen 7 und J : Die einzelnen Beugungsordnungen S verhalten sich

wie dquidistante Punktquellen, und erzeugen ebenfalls ein
Beugungsmuster: das Bild

Die kleinste beobachtbare Struktur des Bildes wird durch die hochste
Beugungsordnung, die noch durch die Linse durchgelassen wird, bestimmt.

Eine gute Abbildungsqualitit 14sst sich auBerdem erreichen, wenn das Verhéltnis
sin 0/ sin 0" anstelle von 0/8” fiir alle 0 gleich ist.

Dieser Zusammenhang hei3t Abbesche Sinusbedingung.



Kreisformige Apertur

Wenn Licht durch eine kleine runde
Offnung geht entsteht ein kreisformiges
Beugungsmuster am Schirm.

Der Winkel 6 beschreibt den ersten
dunklen Ring relativ zur Mittenregion.

Airy-Scheibe

Im Folgenden mochte ich zeigen, wie man die Grol3e der Airy-Scheibe
berechen kann. Als Ausgangspunkt dient das Kirchhoff'sche
Beugungsintegral,

v (u,v) = [ [ f(x,y)exp[—i(ux + vy)ldxdy

auf dessen Herleitung ich spater noch ausfihrlich eingehen werde.

Da es sich um ein rotationssymmetrisches Problem handelt, verwendet
man am besten Polarkoordinaten:

Fir die Blende: (p,6)

damit lasst sich schreiben: x=p cos@ y=p sin6



fur das Beugungsmuster: (¢, @)

damit ergibt sich:  u=¢ cos® v=¢ sin®

Setzt man alles in das Beugungsintegral ein, ergibt sich:
R 21

=y (u,v) = j jexp[—i( p& cosd cosO + p& sind sinB )] pdpdd
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= [ [ expl=ip& cos® —¢)]pdpd®

Dieses Integral kann mit Hilfe von Bessel-Funktionen geldst werden und
ergibt:

2nRJ,(ER) _ Rz[le (&R)}

VE.0)= c ‘R

(a) Ji(x)/x 4

Das Beugungsbild ist rotationssymmetrisch und das zentrale Maximum
ist die
Airy-Scheibe,




sie reicht bis zur ersten Nullstelle bei ER = 3.83

bzw.

sin0 = 5 _ 38 L22A /(2R)
k, 2R

Der Radius der Airy-Scheibe ist umgekehrt proportional zum Radius der
Lochblende:




Auflosung abbildender Systeme

Das einfachste und am besten bekannte
Auflosungskriterium ist das von Rayleigh |
formulierte.Es bezieht sich auf ein selbst- |
leuchtendes oder inkoharent beleuchtetes
Objekt. Betrachtet man einen einzelnen
Objektpunkt, so beobachtet man in der
Bildebene das Fraunhofermuster der Aper-
turblende, dessen Abmessungen von der
Bildweite abhangen. Dieses Beugungs-
Muster wird als Punktantwort bezeichnet.

Ein ausgedehntes Objekt kann immer als
Ansammlung von Punktobjekten betrachtet
werden, wobei jedes Punktobjekt in der
Bildebene eine ahnliche Punkt-Antwort
erzeugt. Das Rayleigh-Kriterium lasst sich herleiten, indem man zwei
benachbarte Punkte des Objekts betrachtet, die einen kleinen
Winkelabstand voneinander entfernt sind.

Hat die Aperturblende den Durchmesser D=2R, so besitzt ihr
Beugungsmuster folgende Intensitatsverteilung als Funktion des Winkels:

160)= 2J.(1/2k,Dsin®))’
| 1/2k,Dsin®

Rayleigh nahm an, dass zwei Objektpunkte gerade
dann noch zu trennen sind, wenn das zentrale
Maximum des einen Beugungsmusters im ersten
Minimum des anderen liegt.

Wie wir schon wissen, hat die Funktion J1(x)

ihre erste Nullstelle bei x=3,83 oder x/z =1.22.
Daraus folgt:

1 Foto von Uberlappenden

= i = i , — aber noch aufgel6sten
o kyDsm0 . =Dsm0 . /A=122 Bogunsaaser



Inkoharent beleuchtetes Objekt

Der Winkelabstand 6 min ist der minimale
Winkelabstand, der noch aufgelost werden
kann.

Rayleigh Kriterium fur gerade noch
aufzuldosende Bilder: zentrales Maximum
des einen Beugungsmusters auf dem ersten
Minimum des anderen:

1224
(A )min S

Ein alternatives Kriterium, das vor allem der Eigenschaft des menschlichen
Auges, Intensitatsunterschiede gut wahrzunehmen, Rechnung tragt, ist das

: Zwei Punkte werden als aufgelost betrachtet, wenn
ihre gemeinsame Intensitatsfunktion entlang ihrer Verbindungslinie ein
Minimum besitzt. Haben beide Punkte die gleiche Intensitat, so ergibt das
Sparrow-Kriterium einen Minimalabstand Bmin ,wenn gilt:

2
de 0=0 in/2

min

_s 06  =0,951L/D
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Koharent beleuchtetes Objekt

Das Rayleigh-Kriterium ergibt das gleiches Resultat wie vorher, aber die
Punkte sind nicht mehr aufgeldst!

FUr das Sparrow-Kriterium ergibt sich:

0_.=146A/D

min

Der Grund ist, dass man die Amplituden vor dem Quadrieren addieren
muss, um | zu erhalten.

10)=[40)+46 -0,,)f

(im Gegensatz zur inkoharenten Beleuchtung, bei der man jeweils die
Einzelamplituden quadriert und dann addiert)

Vergleich Rayleigh-Sparrow

inkoharent koharent

(a) Rayleigh, (b) Sparrow



Abbildung eines periodischen Objekts:

Das Auflosungsvermogen ist durch die hochste durch den endlichen
Durchmesser der Objektivliinse noch zugelassene Beugungsordnung
bestimmt.

Betrachtet man ein Objekt mit Periodizitat d, dann erscheint die erste
Beugungsordnung unter dem Winkel 8 , der geg. ist durch

sin®, =A/d
Der halbe Offnungswinkel a der Linse muss nun gréRer sein als 6:
daraus folgt fur die kleinste abbildbare Periodizitat:

d_. =A/sina
Fur den Fall, dass sich vor dem Objektiv ein Medium mit dem

Brechungsindex u befindet (Wellenlange im Medium ist dann A/u ),
folgt:

=d_. =A/(usina) =A/(NA)
NA = usino.  wird als Numerische Apertur bezeichnet.

Man kann das Auflosungsvermogen noch verbessern, indem man
mit Licht beleuchtet, das einen Winkel a zur optischen Achse

hat, sodass die nullte Ordnung gerade noch durch gelassen wird.
Es ergibt sich:

d . =A/2usina)=2A/(2NA)




Betrachtung im Fourierraum

Linse als Fouriertransformator

Man kann eine Linse als Fouriertransformator betrachten, da sich in der
hinteren Brennebene der Linse die Fouriertransformierte des Objekts
befindet.

Im Folgenden mochte ich nun zeigen, wie man auf das Beugungsintegral,
das ich zu Beginn schon verwendet habe, kommt, und dass es sich dabei
wirklich um die Fouriertransformierte des Objekts handelt.

Punkt X

V!

|

Wir betrachten obige Abbildung. Das einfallende Licht ist hier eine ebene
Welle parallel zur optischen Achse (Ausbreitung entlang der z-Achse,
senkrechter Lichteinfall). Das Beugungsobjekt befindet sich an der Stelle
z=0 und bestitzt die Amplitudentransmissionsfunktion f(x,y).



Alle Lichtwellen, die das Beugungsobjekt unter demselben Winkel ver-
lassen, werden von der Linse in einen Punkt der Brennebene fokussiert.
In der Abbildung sind zB. XB, OA und YC parallel und werden alle in P
abgebildet. Die Amplitude des Lichts in P ist deshalb die Summe der
Amplituden an den Punkten X, O und Y usw. jeweils mit dem passenden
Phasenfaktor exp(iko XBP) usw.. Hierbei steht XBP fur den optischen
Weg von X Uber B nach P.

Nun ist die Amplitude am Punkt X=(x,y) in der Ebene z=0 einfach die
Amplitude der einfallenden Welle (diese setzen wir der Einfachheit
halber gleich eins) multipliziert mit der Transmissionsfunktion f(x,y).

Um den optischen Weg XBP zu berechen verwenden, verwenden wir
das Fermat’'sche Prinzip, das besagt, dass alle optischen Wege von
verschiedenen Punkten auf einer Wellenfront zum Brennpunkt gleich
sind. Die Richtungen von XB, OA... sind durch die Richtungskosinusse
(I,m,n) gegeben. Damit ist die dazu senkrechte Wellenfront durch O, die
in P fokussiert wird, die Ebene

Ix+my+nz=0
Die optischen Wege von dieser Wellenfront nach P, dh. OAP und ZBP,
sind gleich. Nun ist ZX die Projektion von OX auf den Strahl XB, was
durch die Komponente des Vektors (x,y,0) in der Richtung (I,m,n) aus-
gedruckt werden kann:
ZX =[x+ my

Daraus folgt:

XBP = OAP — Ix —my

Die Gesamtamplitude in P kann durch Integration von f(x,y)exp(iko XBP)

uber das Beugungsobjekt berechnet werden:

Y, = exp(ikOOAP)I J‘ f (x, y)exp[— ik, (lx + my)]dxdy

Wir kdnnen u=lko und v=mko dazu verwenden, die Position von P zu
beschreiben, und erhalten

=y (u,v)= exp(ikOOAP)j J f(x, y)exp[-i(ux + vy ldxdy



Wir erhalten somit folgendes wichtige Ergebnis:

Das Beugungsmuster der Frauenhofer-Beugung ist somit durch die zwei-
dimensionale Fouriertransformation der Transmissionsfunktion f(x,y)
des Beugungsobjekts gegeben.

Beobachtet man Beugungsmuster, misst man die Intensitat N/(u,v)\z

dh., der genaue Wert von OAP ist unwesentlich und kann vernachlassigt
werden.
Daraus folgt:

v (u,v)= [ [ £ (x, y)exp[—i(ux+vy)ldxdy

Dies ist genau das Integral, das ich zu beginn verwendet habe.

Nun muss die Rucktransformation noch erklart werden.

Das Objekt sei wieder von einer ebenen Welle gleichmassig und koharent
beleuchtet , und die vom Objekt ausgehende Welle sei durch die komplexe
Funktion f(x) dargestellt.

Die Amplitude der Welle in P ist dann durch die Fouriertransformierte von
f(x) gegeben mit einer Phasenverschiebung, die dem optischen Weg

OAP entspricht.



\j (u) = exp(iko OAJ’)F(u) = exp(iko()AdD)]2 f (x) eXp(— ux )dx

— 00

wobei ko = 211/A und u dem Punkt P entspricht: u=ko sinf

den optischen Weg von P nach Q kann man schreiben als:

1
PO =PI + 7 ~2x'PIsing’f ~ Pl - ¥'sine’
wobei x"« Pl
Ist die Abbesche Sinusbedingung erfullt, gilt sin@ = m sin6”
(m: Vergrosserung)

daraus folgt: PO = PI —x'u/(mk,)

Fir die Amplitude am Punkt Q gilt:

b(x') = T\p (u )exp(ikO PQ)du

0

= j exp(ikOPI)J (u )exp(—ix'u /m)du

— 00

Fur die Beziehung zwischen Bild und Objekt ergibt sich damit:

o0

b(x') = _[

— 0

{exp ik, (@) + PI)]_T £ (x)exp(— iux)dx} exp(— iux'/ m)du

der kombinierte Phasenfaktor ist eine Funktion von P und daher auch
von u, wenn die Ebenen O und | willkurlich sind. Wenn sie jedoch
konjugierte Ebenen sind, dann ist der optische Weg von O nach |



unabhéngig vom Punkt P, und man kann schreiben:

b(x') = exp (ik0 OI)T { T £ (x)exp(— iux)dx} exp(—iux'/ m)du

—o0 | —00

Es folgt:
b(x") = explik, 01 ) (- x'/ m)

Das Bild ist also eine um den Faktor m vergrosserte invertierte Kopie
des Obijekts.

Beleuchtung

Objekt Fourierebene Rekonstruierte

N N(F)—

Ein optisches Bild kann also als Fouriertransformierte der Fourier-
transformierten des Objekts dargstellt werden.

Zum Abschluss mochte ich noch ein Beispiel zur raumlichen Filterung
und zur Bildbearbeitung zeigen.



Raumliche Filterung
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In der Abbildung sieht man nochmal ein Objekt, die beiden Linsen,
dazwischen die Fourierebene und das invertierte Bild.

Bei den folgenden Abbildungen handelt es sich jeweils um ein Objekt
und seine Fouriertransformierte:

F-transfarm ohject

—

Durch Anbringen von geeigneten Masken und Filtern in der Fourierebene
der abbildenden Linse kann man eine rdumliche Filterung des Bildes
vornehmen. Dadurch kann man zB. den Kontrast erhOhen oder erniedrigen,
stérende Bildelemente unterdricken oder Kantentiberhéhungen ausfiren.

i



Die Bezeichnung raumliche Filterung wird deshalb verwendet, da in der
hinteren Brennebene der abbildenden Linse hauptsachlich das Spektrum
der Raumfrequenzen des Bildes vorliegt, das durch Blenden und Filter
modifiziert werden kann. Zum Beispiel konnen die grol3en Raumfrequenzen
durch eine Maske herausgefiltert werden, die somit die Bildebene nicht
erreichen konnen. Eine solche Anderung des Frequenzspektrums eines
Bildes nennt man rdumliche Filterung.

Mazk Imane

(] 1=

In obigem Beispiel wird zuerst eine Lochblende in die Fourierebene ein-
gebracht. Es werden dann nur noch die niedrigen Raumfrequenzen
durchgelassen, die héheren werden herausgefiltert, was zur Folge hat,
dass das Bild unscharf wird, und man weniger Details erkennen kann.

In der unteren Halfte der Abbildung werden die niedrigen Ordnungen
ausgeblendet, was zur Folge hat, dass das Bild enorm an Helligkeit
verliert, da ja jetzt die nullte Ordnung nicht mehr durchgelassen wird.



Zum Schluss noch ein Beispiel fur die Bildbearbeitung:

Filterung
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Objektebene Fourierebene

Rekonstruiertenebene

FT: Fouriertransformation, IFT: Inverse Fouriertransformation
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